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講義スケジュール

Sセメスター金曜２限 (10:25-12:10)＠オンライン
日程

4/9 第 1回
4/16 第 2回
4/23 第 3回
4/30 第 4回
5/7 第 5回
5/14 第 6回


猿渡先生

5/21 第 7回
5/28 休講
6/4 第 8回
6/11 第 9回
6/18 第 10回
6/25 休講
7/2 第 11回
7/9 第 12回


小山
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講義目的

講義前半（猿渡先生担当）
• 音声分析，音声符号化，音声認識，音声合成，音響信号処理などに関
連する基礎知識について講義する。応用として，携帯電話やMP3な
どの音声音楽情報圧縮技術や音声認識技術・音声合成システムなどが
ある。統計的信号処理の基礎，スペクトル解析，パターン認識，確率
モデル，統計学習，最適解探策などの基本概念とアルゴリズムを理解
し，これらの技術の基礎になる知識と概念の習得を目指す。

講義後半（小山担当）
• 音響現象の数理的なモデリング方法を理解することを目的とし，音波
の伝播，反射，回折，散乱などの現象を数学的に記述するための基礎
事項について講義する。応用として，音源位置の推定や音場の可視
化，音の VR/ARや騒音・振動制御，音響数値シミュレーションなどが
ある。これらの基本概念を理解することで，様々な波動場の計測・制
御技術の基礎となる知識の習得を目指す。
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講義目的

様々な工学上の技術が，現象のモデリングと内在するパラメータの
推定の２つで構成されている。
本講義では，音を題材に波動現象のモデリング方法を習得する。
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講義後半の概要

講義内容（予定）
• 5/21: 音波の伝播
• 6/4: 音響管・自由空間中の音波
• 6/11: 音場の境界値積分表現
• 6/18: フーリエ音響学 (1)
• 7/2: フーリエ音響学 (2)
• 7/9: 室内音響学と音響数値シミュレーション

参考文献
• 安田仁彦, ”機械音響学,” コロナ社, 2004.
• E. G. Williams, ”Fourier Acoustics: Sound Radiation and Nearfield
Acoustical Holography,” Academic Press, 1999.
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講義資料と成績評価

講義資料
• ITC-LMSに前日までにアップロード予定
• http://www.sh01.org/ja/teaching/
あるいはシステム 1研のウェブサイトからもたどれます

成績評価
• レポート orオンライン試験
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本日の目次

1 音波の伝播
波動方程式・Helmholtz方程式
波動方程式の性質
平面波の伝播（1次元）
音響インピーダンス，音響インテンシティ，音圧レベル
平面波の伝播（3次元）
音波の反射，透過，屈折
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音波の伝播 波動方程式・Helmholtz 方程式

本日の目次
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音波の伝播 波動方程式・Helmholtz 方程式

1次元の音波

媒質中を x方向にのみ進行する音波を考える。（平面波）
断面積を Sとする x軸上の仮想的な管において，運動方程式と連続
の式を考えることで，1次元の音波の支配方程式（波動方程式）を
導く。
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音波の伝播 波動方程式・Helmholtz 方程式
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音波の伝播 波動方程式・Helmholtz 方程式

1次元波動方程式

位置 x，時刻 tにおける音圧を p，粒子速度を vとする。
dxの微小要素に加えられる力を考えると，媒質の密度を ρとして以
下が成り立つ。

ρSdx
∂v

∂t
= Sp−

(
Sp+ S

∂p

∂x
dx

)
よって運動方程式は，

ρ
∂v

∂t
= −∂p

∂x
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音波の伝播 波動方程式・Helmholtz 方程式

1次元波動方程式

粒子の変位を uとすれば，dxの微小要素に関する体積増加率（もと
の体積を基準とする増加量）が，音圧 pと比例することから，

−p = K
∂u

∂x

ここで，比例定数K を体積弾性率と呼ぶ。
粒子の変位 uを粒子速度 v = ∂u/∂tを用いて書き換えると，以下の
連続の式が得られる。

∂v

∂x
= − 1

K

∂p

∂t
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音波の伝播 波動方程式・Helmholtz 方程式

1次元波動方程式

運動方程式と連続の式から，1次元の波動方程式が得られる。

∂2v

∂x2
=

1

c2
∂2v

∂t2
,

∂2p

∂x2
=

1

c2
∂2p

∂t2

(
ただし，c =

√
K

ρ

)

ここで，cは音速を表す。

1次元波動方程式
位置 x，時刻 tにおける音圧 p(x, t)と粒子速度 v(x, t)は，cを音速として
以下の方程式に従う。

∂2p(x, t)

∂x2
=

1

c2
∂2p(x, t)

∂t2
,

∂2v(x, t)

∂x2
=

1

c2
∂2v(x, t)

∂t2

音波以外にも様々な振動・波動現象を扱う上で重要な式。

小山翔一 (UTokyo) 応用音響学第 7 回 2021/5/21 12 / 61



音波の伝播 波動方程式・Helmholtz 方程式

速度ポテンシャル

音圧・粒子速度の代わりに，速度ポテンシャルを用いることもある。
速度ポテンシャル φは，以下の関係式を満たす。

p = −ρ
∂φ

∂t
v =

∂φ

∂x

これらが連続の式を満たすことから，速度ポテンシャル φに関する
波動方程式が得られる。

速度ポテンシャルに関する 1次元波動方程式
∂2φ(x, t)

∂x2
=

1

c2
∂2φ(x, t)

∂t2

速度ポテンシャルが求まれば，音圧と粒子速度を関係づけて解析で
きるので便利。
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音波の伝播 波動方程式・Helmholtz 方程式

周波数領域表現
音場が定常状態の場合，周波数領域で考えることができる。
ωを角周波数とし，p(x, t)の tに関する Fourier変換 P (x, ω)を次の
ように定義する。

P (x, ω) = Ft{p(x, t)} =

∫ ∞

−∞
p(x, t)ejωtdt

ここで指数関数の肩が正であることに注意。（理由は後述）
波動方程式の両辺を tに関して Fourier変換することで，
Helmholtz方程式が導かれる。

1次元Helmholtz方程式
∂2P (x, ω)

∂x2
+ k2P (x, ω) = 0

ここで，k = ω/cは波数。
小山翔一 (UTokyo) 応用音響学第 7 回 2021/5/21 14 / 61



音波の伝播 波動方程式・Helmholtz 方程式

周波数領域表現
一応簡単な導出を書くと，部分積分と limt→±∞ p = 0を用いれば，

Ft

{
∂p(x, t)

∂t

}
= −jωP (x, ω)

となるので，

Ft

{
∂2p(x, t)

∂x2
− 1

c2
∂2p(x, t)

∂t2

}
=

∂2P (x, ω)

∂x2
+

ω2

c2
P (x, ω) = 0

周波数領域の場合，音圧 P (x, ω)と粒子速度 V (x, ω)の関係は運動方
程式から簡単な形で表すことができる。

周波数領域での音圧と粒子速度の関係

jωρV (x, ω) =
∂P (x, ω)

∂x
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音波の伝播 波動方程式・Helmholtz 方程式

3次元波動方程式

音波が 2次元あるいは 3次元的に伝播する場合も同じような形で波
動方程式が導ける。
3次元の場合は，x，y，z軸方向の長さが dx，dy，dzの微小直方体
を考えて，運動方程式と連続の式を立てる。
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音波の伝播 波動方程式・Helmholtz 方程式

3次元波動方程式
結果だけ書くと，運動方程式，連続の式はそれぞれ，

ρ
∂v

∂t
= −∇p = −

(
∂p

∂x
,
∂p

∂y
,
∂p

∂z

)T

∇ · v =
∂vx
∂x

+
∂vy
∂y

+
∂vz
∂z

= − 1

K

∂p

∂t

ここで，∇ =
(

∂
∂x ,

∂
∂y ,

∂
∂z

)T
であり，v = (vx, vy, vz)

Tは粒子速度ベ
クトルである。
上式から，3次元の波動方程式は，

∇2p(x, y, z, t)− 1

c2
∂2p(x, y, z, t)

∂t2
= 0

ただし，∇2 = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2
+ ∂2

∂z2
であり，c =

√
K/ρは音速を表す。
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音波の伝播 波動方程式・Helmholtz 方程式

3次元波動方程式
3次元波動方程式
位置 r = (x, y, z)，時刻 tにおける音圧 p(r, t)は以下の方程式に従う。

∇2p(r, t)− 1

c2
∂2p(r, t)

∂t2
= 0

3次元の場合も速度ポテンシャル φを導入することは多く，

v = ∇φ, p = −ρ
∂φ

∂t

の関係を持つ。
よって，速度ポテンシャルに関する 3次元波動方程式も同様の形に
なる。（ちなみに粒子速度も）

∇2φ(r, t)− 1

c2
∂2φ(r, t)

∂t2
= 0
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音波の伝播 波動方程式・Helmholtz 方程式

3次元Helmholtz方程式

定常状態の場合，音場は 3次元のHelmholtz方程式で表せる。
3次元波動方程式の両辺を tに関して Fourier変換すると，

∇2P (r, ω) +
ω2

c2
P (r, ω) = 0

となる。ここで，ωは角周波数である。
3次元Helmholtz方程式
位置 r = (x, y, z)，角周波数 ωにおける音圧 P (r, ω)は，以下の方程式に
従う。

(∇2 + k2)P (r, ω) = 0

ただし，k = ω/cは波数。
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音波の伝播 波動方程式の性質
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音波の伝播 波動方程式の性質

波動方程式の性質

波動方程式は２階の偏微分方程式のなかで双曲型偏微分方程式に分
類される。（Helmholtz方程式は楕円型偏微分方程式）
ここでは 1次元波動方程式の一般解を求め，その性質を見てみる。
ξ = x− ct，η = x+ ctとして変数変換すると，

∂2p

∂x2
=

∂

∂x

(
∂p

∂ξ
+

∂p

∂η

)
=

∂2p

∂ξ2
+ 2

∂2p

∂ξ∂η
+

∂2p

∂η2

∂2p

∂t2
= c

∂

∂t

(
−∂p

∂ξ
+

∂p

∂η

)
= c2

(
∂2p

∂ξ2
− 2

∂2p

∂ξ∂η
+

∂2p

∂η2

)
となるので，音圧に関する 1次元波動方程式は以下のように変形で
きる。

∂2p

∂ξ∂η
= 0
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音波の伝播 波動方程式の性質

波動方程式の性質

よって一般解は，任意関数 F，Gを用いて，

p(ξ, η) = F (ξ) +G(η)

となる。x，tを用いて書くと，

p(x, t) = F (x− ct) +G(x+ ct)

この一般解は d’Alembertの解と呼ばれている。
速度ポテンシャル，粒子速度に関しても一般解は同様の形となる。
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音波の伝播 波動方程式の性質

波動方程式の性質
第１項は波形を保ったまま xが正の方向に速度 cで伝わる波を表し
ている。（第２項は xが負の方向に伝わる波）
これは x− ctが一定となる xと tにおいて，F が常に一定の値をとる
ことからもわかる。（同様に，x+ ctが一定となる xと tでGは一定）
この x− ct = C1，x+ ct = C2（C1，C2は定数）は特性曲線と呼ば
れ，この直線に沿って波形が伝播することになる。
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音波の伝播 平面波の伝播（1 次元）
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音波の伝播 平面波の伝播（1 次元）

平面波の伝播（1次元）

x = 0に無限大の振動板を設置し，この振動板から伝播する音波に
ついて考える。
振動板の速度を振幅 v0，角周波数 ωの正弦波として与えたとすると，

v(0, t) = v0e
−jωt

正弦波を解析信号（この場合は複素正弦波）として表現しているこ
とに注意。
小山翔一 (UTokyo) 応用音響学第 7 回 2021/5/21 25 / 61



音波の伝播 平面波の伝播（1 次元）

実信号と解析信号　　

自然界の信号は実信号だが，それに対応する複素信号である解析信
号を考えると便利なことが多い。（多分，回路学などでは既に使って
いるはず。）
実信号を s(t)とし，そのスペクトルを S(ω)とすると，解析信号 z(t)
は S(ω)の正の周波数成分だけを取り出した信号として表される。
一般には，

z(t) = s(t) +
j

π

∫ ∞

−∞

s(t′)

t− t′
dt′

虚部は実信号 s(t)のHilbert変換であり，z(t)の負の周波数成分が 0
になることは信号処理学第二でも出てきた。
特に複素正弦波 ejωtは頻繁に用いられる。ただし，今回は後述する
理由により，時間項を e−jωtで定義しているため，上記の複素共役に
なっていることに注意。
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音波の伝播 平面波の伝播（1 次元）

平面波の伝播（1次元）
このとき，速度ポテンシャルに関する 1次元波動方程式の解を以下
のように置く。

φ = Φe−jωt

これを波動方程式に代入すると，
d2Φ

dx2
+

ω2

c2
Φ = 0

これは 1次元Helmholtz方程式に一致。
この式の一般解は，A，Bを未知定数として，

Φ = Aejkx +Be−jkx

ただし，k = ω/cと置いた。
したがって，

φ = Aej(kx−ωt) +Bej(−kx−ωt)
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音波の伝播 平面波の伝播（1 次元）

平面波の伝播（1次元）

この式の第 1項，第 2項はそれぞれ x軸の正の方向，負の方向に進
行する波を表す。ここでは，正の方向に進行する波のみを考えれば
よいのでB = 0となる。

φ = Aej(kx−ωt)

x = 0での粒子速度の条件から，

v(0, t) =
∂φ

∂x

∣∣∣∣
x=0

= jkAe−jωt = v0e
−jωt

となるので，

φ = −j
v0
k
ej(kx−ωt), p = ρcv0e

j(kx−ωt), v = v0e
j(kx−ωt)
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音波の伝播 平面波の伝播（1 次元）

平面波の伝播（1次元）
ここまでの議論から，1次元平面波の複素正弦波は，

p = p0e
j(kx−ωt+ϕ0), v = v0e

j(kx−ωt+ϕ0)

のような形になる。
ここでは複素正弦波を e−jωtとして指数関数の肩を負としたが，
e+jωtとすることもできる。（むしろこれまではこちらが普通だった
かもしれない。）
この場合，正の方向に進行する平面波は，

p = p0e
j(ωt−kx+ϕ0), v = v0e

j(ωt−kx+ϕ0)

実際にどちらの定義もありえるが，1次元の時間信号のみを扱う場
合は後者が多く，波動方程式を時空間で扱う場合は前者が多い。
本講義では e−jωtを複素正弦波として定義するため，時間領域の
Fourier変換も位相の正負が逆になる。
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音波の伝播 平面波の伝播（1 次元）

平面波の伝播（1次元）

振動板の速度が正弦波ではなく，任意の関数 f(t)で与えられる場合
は，正弦波の結果の逆 Fourier変換を考えればよい。
f(t)の Fourier変換を F (ω)とすれば，

f(t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
F (ω)e−jωtdω

として定義されるので，x = 0での粒子速度の条件は，

v(0, t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
F (ω)e−jωtdω
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音波の伝播 平面波の伝播（1 次元）

平面波の伝播（1次元）

各周波数 ωの振幅が F (ω)で重み付けされていると考えればよいの
で，音圧と粒子速度はそれぞれ，

p =
ρc

2π

∫ ∞

−∞
F (ω)ej(kx−ωt)dω = ρcf

(
t− x

c

)
v =

1

2π

∫ ∞

−∞
F (ω)ej(kx−ωt)dω = f

(
t− x

c

)
となる。
速度ポテンシャルに関する d’Alembertの解から出発し，x = 0での
粒子速度の条件を与えても同じ式が得られる。
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音波の伝播 音響インピーダンス，音響インテンシティ，音圧レベル

本日の目次

1 音波の伝播
波動方程式・Helmholtz方程式
波動方程式の性質
平面波の伝播（1次元）
音響インピーダンス，音響インテンシティ，音圧レベル
平面波の伝播（3次元）
音波の反射，透過，屈折
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音波の伝播 音響インピーダンス，音響インテンシティ，音圧レベル

音響インピーダンス

ここでいくつか物理量を定義。
音響インピーダンス密度：ある一点での音圧 p (Pa = N/m2)と粒子
速度 v (m/s)との比。比音響インピーダンスとも呼ぶ。

z =
p

v
(N s/m3)

特に平面波の場合は，前スライドまでの結果から z = ρcであり，媒
質に固有の値となる。これを特に固有音響インピーダンスあるいは
特性インピーダンスと呼ぶ。
固有音響インピーダンス zが大きい媒質中では，そうでない媒質中
に比べて，同じ粒子速度で大きな圧力変動が媒質内に生じる。
zは，金属などの硬い媒質では大きく，気体のような媒質では小さい。
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音波の伝播 音響インピーダンス，音響インテンシティ，音圧レベル

音響インピーダンス

下表に，いくつかの媒質の固有音響インピーダンスを密度，音速と
ともに示す。（[安田 2004] p.30より転載）

密度
(kg/m3)

音速 c
(m/s)

固有音響インピーダンス
(Ns/m3)

空気 (20 °C) 1.18 343 405

水 (20 °C) 1000 1500 1.50× 106

コンクリート 2600 3100 8.10× 106

鋼 7700 5000 3.90× 107

小山翔一 (UTokyo) 応用音響学第 7 回 2021/5/21 34 / 61



音波の伝播 音響インピーダンス，音響インテンシティ，音圧レベル

音響インテンシティ
瞬時音響インテンシティ：単位時間あたりに単位面積を通過するエ
ネルギー。

E = p(t)v(t) (J/sm2 = W/m2)

時間平均音響インテンシティ：時間平均したエネルギーE。周期 T
での平均として定義される。

I =
1

T

∫ T/2

−T/2
p(t)v(t)dt

= peve (W/m2)

ただし，pe，veは pと vの実効値であり，pe = zveが成り立つ。

pe =

√
1

T

∫ T/2

−T/2
p(t)2dt, ve =

√
1

T

∫ T/2

−T/2
v(t)2dt
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音波の伝播 音響インピーダンス，音響インテンシティ，音圧レベル

音響インテンシティ
解析信号あるいは周波数領域表現での時間平均音響インテンシ
ティは，

I =
1

2
ℜ{pv∗} (W/m2)

となる。p，vを
p = p0e

−j(ωt+ϕp), v = v0e
−j(ωt+ϕv)

とすると，
I =

1

2
ℜ
{
p0e

−j(ωt+ϕp) · v0ej(ωt+ϕv)
}

=
p0v0
2

cos(ϕp − ϕv)

となり，時間領域で
p(t) = p0 cos(ωt+ ϕp), v(t) = v0 cos(ωt+ ϕv)

とした場合に一致。
小山翔一 (UTokyo) 応用音響学第 7 回 2021/5/21 36 / 61



音波の伝播 音響インピーダンス，音響インテンシティ，音圧レベル

音圧レベル・音響インテンシティレベル
音圧レベル：音圧の実効値 peと基準音圧との比。

Lp = 10 log10
p2e
p2e0

(dB)

ここで，pe0は聴覚で聞き取ることができる最小の音圧（最小可聴
値）pe0 = 2.0× 10−5 Paを用いる。
音響インテンシティレベル：時間平均音響インテンシティ I と基準
値との比。

LI = 10 log10
I

I0
(dB)

ここでの基準値は最小可聴値の音圧レベルを持つ平面波のインテン
シティ I0 = 10−12 W/m2。
空気中の平面波の場合，音圧レベルと音響インテンシティレベルの
数値はほぼ一致する。
小山翔一 (UTokyo) 応用音響学第 7 回 2021/5/21 37 / 61



音波の伝播 音響インピーダンス，音響インテンシティ，音圧レベル

音圧レベル・音響インテンシティレベル

上図は音圧・音圧レベルとその身近な例 [安田 2004]。
人間の感覚量が物理量の対数にほぼ比例する例であり，これによっ
て聴覚は極めて広いダイナミックレンジを持つ。
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音波の伝播 音響インピーダンス，音響インテンシティ，音圧レベル

ヒトの聴覚系　　

ヒトの聴覚器官の構成

Figure: https://www.kango-roo.com/learning/2408/より
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音波の伝播 音響インピーダンス，音響インテンシティ，音圧レベル

ヒトの聴覚系　　
感覚量としての音の大きさをラウドネスと呼び，正常な聴力をもつ
人が，ある音と同じラウドネスに聴こえる 1000 Hzの正弦波の音圧
レベルをラウドネスレベルと呼ぶ（単位はフォン/phon）。
1000 Hzの正弦波と同じラウドネスとなる他の周波数の正弦波の音
圧レベルを求めたときの曲線を，等ラウドネス曲線と呼ぶ。

Figure:等ラウドネス曲線 [Suzuki&Takeshima 2004]
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音波の伝播 平面波の伝播（3 次元）

本日の目次

1 音波の伝播
波動方程式・Helmholtz方程式
波動方程式の性質
平面波の伝播（1次元）
音響インピーダンス，音響インテンシティ，音圧レベル
平面波の伝播（3次元）
音波の反射，透過，屈折
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音波の伝播 平面波の伝播（3 次元）

平面波の伝播（3次元）
次に 3次元の平面波伝播について考える。
原点を通る平面上に無限に大きい振動板が置かれ，この振動板が法
線方向に振動することで発生する平面波を考える。
振動板の法線方向を n = (nx, ny, nz)

Tとし，n方向に速度
vn = v0e

−jωtで振動するものとする。

小山翔一 (UTokyo) 応用音響学第 7 回 2021/5/21 42 / 61



音波の伝播 平面波の伝播（3 次元）

平面波の伝播（3次元）
位置 r = (x, y, z)Tでの速度ポテンシャル φは，3次元の波動方程式
に従う。

∇2φ =
∂2φ

∂x2
+

∂2φ

∂y2
+

∂2φ

∂z2
=

1

c2
∂2φ

∂t2

また，音圧 p，粒子速度 v = (vx, vy, vz)
Tとの関係を思い出すと，

p = −ρ
∂φ

∂t
, v = ∇φ

境界条件は n · r = 0の平面上の粒子速度 vnとして与えられていた。
これを φで表すと，

vn = v · n
= ∇φ · n

=
∂φ

∂n
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音波の伝播 平面波の伝播（3 次元）

平面波の伝播（3次元）
1次元のときと同じように，φ = Φe−jωtと置くと，Φは 3次元
Helmholtz方程式に従う。

∂2Φ

∂x2
+

∂2Φ

∂y2
+

∂2Φ

∂z2
+ k2Φ = 0

この式の一般解は，k2 = k2x + k2y + k2z を満たす変数 kx，ky，kzを用
いて，ej(±kxx±kyy±kzz)の重ね合わせとなる。
Φは平面 n · r = 0上で値が一定になるはずなので，φの一般解は，

φ = Aej(kxx+kyy+kzz−ωt) +Bej(−kxx−kyy−kzz−ωt)

さらに，k = (kx, ky, kz)
Tとすると，kはnのスカラー倍である必要

があることと，∥k∥2 = k2x + k2y + k2z = k2の条件より，

k = (kx, ky, kz)
T = k(nx, ny, nz)

T = kn
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音波の伝播 平面波の伝播（3 次元）

平面波の伝播（3次元）

前スライドの一般解は，第一項が nの方向に進行する波，第二項が
−nの方向に進行する波を表しており，ここでは法線方向に進む波
のみを考えるのでB = 0としてよい。よって，

φ = Aej(k·r−ωt) = Aej(kxx+kyy+kzz−ωt)

vn = ∂φ
∂n = v0e

−jωtの条件より，

A = −j
v0
k

となるので，

φ = −j
v0
k
ej(k·r−ωt), p = ρcv0e

j(k·r−ωt), v = v0
k

k
ej(k·r−ωt)
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音波の伝播 平面波の伝播（3 次元）

平面波の伝播（3次元）
以上の議論から，3次元の平面波は一般に以下のような形になる。

p = p0e
j(k·r−ωt+ϕ0), v = v0

k

k
ej(k·r−ωt+ϕ0)

ここで，k = (kx, ky, kz)
Tは波数ベクトルと呼ばれる。

n · r = C（Cは定数）の平面，つまり nに垂直な平面上で同じ値と
なり，これが波面を表わす。
3次元の場合，音響インテンシティは，粒子速度と同じくベクトル
値となり，インテンシティの方向を表わす。たとえば前スライドの
平面波における時間平均音響インテンシティは，

I =
1

2
ℜ{pv∗}

=
ρc|v0|2

2k
k
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音波の伝播 平面波の伝播（3 次元）

平面波の伝播（3次元）
k = 18.48m−1の平面波による x-z平面上の音圧分布（t = 0）

(kx, ky) = (0.0, 0.0)

(kx, ky) = (16.0, 0.0)
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音波の伝播 平面波の伝播（3 次元）

平面波の伝播（3次元）
k = 18.48m−1の平面波による x-z平面上の音圧分布（t = 0）

(kx, ky) = (0.0, 16.0)

(kx, ky) = (18.48, 0.0)
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音波の伝播 平面波の伝播（3 次元）

平面波の伝播（3次元）
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z
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平面波の進行方向によって，x-z平面上の波長や音速が変化する。
ky = 0として，x-z平面における進行方向を θとすると，x，z方向
の波長および波数が定義できる。

λx sin θ = λ, λz cos θ = λ

kx = k sin θ, kz = k cos θ

さらに，このときの x，z方向の音速は，
cx = c/ sin θ, cz = c/ cos θ
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音波の伝播 平面波の伝播（3 次元）

平面波の伝播（3次元）
k = 18.48m−1の平面波による x-z平面上の音圧分布（t = 0）

(kx, ky) = (18.48, 0.0)

(kx, ky) = (19.0, 0.0)
⇒ z方向に急激に減衰する
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音波の伝播 平面波の伝播（3 次元）

平面波の伝播（3次元）
k = 18.48m−1の平面波による x-z平面上の音圧分布（t = 0）

(kx, ky) = (18.48, 0.0)

(kx, ky) = (19.0, 0.0)
⇒ z方向に急激に減衰する
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音波の伝播 平面波の伝播（3 次元）

平面波の伝播（3次元）
波数ベクトルの関係式から，

kz = ±
√
k2 − k2x − k2y

k2x + k2y > k2の場合，kz は虚数となる。

kz = ±j
√

k2x + k2y − k2 = ±jk′z

ここで，k′z は実数であり，平面波は以下のような形で書ける。
p = Ae∓k′zzej(kxx+kyy)

波源が z < 0の半空間に存在するとすれば，e+k′zz の解は物理的な意
味を持たないので，

p = Ae−k′zzej(kxx+kyy)

これは z方向に指数的に減衰する波を表しており，エバネッセント
波と呼ばれる。
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音波の伝播 音波の反射，透過，屈折

本日の目次

1 音波の伝播
波動方程式・Helmholtz方程式
波動方程式の性質
平面波の伝播（1次元）
音響インピーダンス，音響インテンシティ，音圧レベル
平面波の伝播（3次元）
音波の反射，透過，屈折
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音波の伝播 音波の反射，透過，屈折

反射と透過

振幅 p0，周波数 ωの平面波が境界面に垂直に入射する場合を考える。

p = p0e
−jωt

媒質 1，媒質 2での速度ポテンシャルを φ1，φ2，媒質の密度を ρ1，
ρ2，音速を c1，c2とする。
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音波の伝播 音波の反射，透過，屈折

反射と透過

媒質 1の速度ポテンシャルは，入射波と反射波の速度ポテンシャル
φi，φrの和として書ける。

φ1 = Aie
j(k1x−ωt) +Bre

j(−k1x−ωt)

ここで，k1 = ω/c1は媒質 1の波数であり，Ai，Brはそれぞれ入射
波，反射波の振幅。
媒質 2では透過波のみが存在するので，

φ2 = Ate
j(k2x−ωt)

Atは透過波の振幅。

小山翔一 (UTokyo) 応用音響学第 7 回 2021/5/21 54 / 61



音波の伝播 音波の反射，透過，屈折

反射と透過

入射波の音圧は p0に等しいことから，

Ai =
p0
jρ1ω

境界面において媒質 1，2の音圧と粒子速度が等しいこと（連続の条
件）より，

pi + pr = pt, vi + vr = vt (x = 0)

となるので，

ρ1Ai + ρ1Br = ρ2At, k1Ai − k1Br = k2At
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音波の伝播 音波の反射，透過，屈折

反射と透過

媒質 1，2の固有音響インピーダンス z1 = ρ1c1，z2 = ρ2c2を用いて，

Br =
z2 − z1
z1 + z2

Ai, At =
2z2

z1 + z2

ρ1
ρ2

Ai

したがって，反射波の音圧 piと粒子速度 viおよび透過波の音圧 pt
と粒子速度 vtは，

pr =
z2 − z1
z1 + z2

p0e
j(−k1x−ωt), vr = −z2 − z1

z1 + z2

p0
z1

ej(−k1x−ωt)

pt =
2z2

z1 + z2
p0e

j(k1x−ωt), vt =
2z2

z1 + z2

p0
z2

ej(k1x−ωt)

z1 = z2の場合は，異なった媒質の境界面であっても反射波が生じ
ず，入射波はそのまま透過波となる。
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反射と透過

反射率，透過率は，入射波の振幅に対する反射波と透過波の振幅の
比として定義される。音圧に対しては，

Rp =
z2 − z1
z1 + z2

, Tp =
2z2

z1 + z2

粒子速度に対しても同様に反射率・透過率が定義される。
音響インテンシティについても同様に入射波に対する反射波，透過
波の比として，反射率・透過率が定義される。

RI =
Ir
Ii

=
(z2 − z1)

2

(z1 + z2)2
, TI =

It
Ii

=
4z1z2

(z1 + z2)2
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反射と屈折

入射波が境界面に斜めに入射する場合，透過波は屈折する。これ
を屈折波と呼ぶ。
入射角 θiと反射角 θrは等しい。（θi = θr）
入射角 θiと屈折角 θtは，スネルの法則によって以下の関係を満たす。

sin θi
c1

=
sin θt
c2
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反射と屈折
境界面に対して θiの入射角で伝播する入射波の音圧を以下のように
置く。

pi = p0e
j[k1(x cos θi+y sin θi)−ωt]

この速度ポテンシャルは，

φi = Aie
j[k1(x cos θi+y sin θi)−ωt]

ただし，

Ai =
p0
jωρ1

反射波と屈折波の速度ポテンシャルも同様に定義すると，

φr = Bre
j[k1(−x cos θi+y sin θi)−ωt], φt = Ate

j[k2(x cos θt+y sin θt)−ωt]
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反射と屈折

境界における連続の条件は，

pi + pr = pt, vix + vrx = vtx (x = y = 0)

よって，音圧と粒子速度を速度ポテンシャルから求めることで，以
下の関係式が導ける。

ρ1Ai + ρ1Br = ρ2At, k1Ai cos θi − k1Br cos θi = k2At cos θt

これらの式から，Br，Atを求めると，

Br =
z2 cos θi − z1 cos θt
z2 cos θi + z1 cos θt

Ai, At =
2z2 cos θi

z2 cos θi + z1 cos θt

ρ1
ρ2

Ai

ただし，z1 = ρ1c1，z2 = ρ2c2の関係を用いた。
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